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� � 摘 � 要: � 本文将一种多层不完全 LU分解预处理方法应用于合元极技术(即混合有限元、边界元、快速多极子技

术) .理论和数值实验表明,此种预处理方法能大大减少合元极技术的内存需求, 同时兼有极高的计算效率. 本文首先

给出此种预处理方法的构造方式和实施步骤,接着对此种预处理方法在合元极技术中的数值性能进行了理论和数值

实验的分析研究;最后, 本文计算了几种电大尺寸复杂目标的散射,以展示应用了此种预处理方法的合元极技术的计

算能力.
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Abstract: � A novel multilevel inver se�based ILU ( MIB�ILU ) preconditioning approach is applied to the hybrid finite�ele�
ment/ boundary�integral/ multilevel fast multipo le algorithm ( FE/ BI/ MLFMA) for 3D scattering problems. Unlike the traditional

ILU preconditioning technique, this MIB�ILU approach borrows the concept of the algebraic multi�grid method ( AMG) to construct
an algebraic multilevel recursive ILU preconditioning framework. Moreover, a new version of ILU factorization and an inverse�based

dropping strategy are employed to improve the robust of the preconditioning approach. The numerical performance of the proposed

MIB�ILU approach is studied. It is demonstrated that this approach exhibits high efficiency in memory and CPU time. Then, the pro�

po sed MIB�ILU approach is applied to the hybrid FE/ BI/ MLFMA method. A variety of numerical experiments are carried out,

demonstrating that the proposed approach offers a good compromise between robustness and efficiency, and greatly improves the

computing capability of the hybrid FE/ BI/ MLFMA.
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1 � 引言

� � 合元极技术是近年来日益受到关注的一种精确、高
效、通用的电磁计算技术,被广泛应用于求解各类电磁

问题[ 1~ 10] .文[ 10]对此种技术进行了较为全面、系统的

总结,比较了此种技术中各种算法的数值性能.数值实

验表明分解算法具有最快的收敛速度.但这种算法是以

需要对有限元稀疏矩阵进行 LU 分解为代价的.即使用

目前最先进的多波前 LU分解技术[ 12] ,这个代价仍是十

分巨大的,成为合元极技术应用于求解电大复杂电磁问

题的瓶颈.为此, 本文将一种多层不完全 LU 分解预处

理方法应用于合元极的分解算法, 在保证较高计算效
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率下,极大地减少了合元极技术的内存需求,使合元极

技术应用于求解电大复杂电磁问题成为可能.

2 � 合元极分解算法分析

� � 由文[ 10]可知,合元极技术最后归结为对下列方程

的求解
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B 是有限元稀疏矩

阵, P 和 Q 是矩量法满阵. 考虑到有限元稀疏矩阵

和矩量法满阵具有不同的特性和条件数,我们设计了一

种分解算法[ 10] .对于有限元未知数很多的问题, 这种算

法内存和计算量需求最大的一步就是用 HS 求出

ES
I
.即先对有限元矩阵进行 LU 分解
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这里[ L ]是下三角矩阵, [ U]是上三角矩阵.再由下式求

出电场{HS
I
}
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不难知道,采取此种方式,即用直接法计算出{ HS
I
} ,

即使采用多波前技术,式( 2)的 LU 分解所需内存和计算

量都很大,大大限制了合元极技术求解问题的规模.

3 � 预处理矩阵的构造

� � 针对上述问题,本文考虑采用迭代法计算{ ES
I
} .对

于迭代方法而言,解的收敛速度主要是由迭代矩阵 A

的谱特性决定的.若直接将迭代算法应用于大型有限元

稀疏矩阵,一般效果不佳,往往需要考虑预条件处理技

术.下面在 Crout不完全 LU分解[ 14]基础上,针对有限元

矩阵的稀疏对称的特点,构造出一个具有多级递归结

构[ 15]的预处理矩阵. 下面先讲述 Crout 不完全分解算

法,后给出结合多重网格思想而提出的多层不完全 LU

分解算法.

3�1 � Crout不完全 LU分解

顾名思义,Crout 不完全 LU 分解的构造是基于 Crout

LU分解. Crout LU 分解算法在第 k 步计算L的第 k列和

U的第 k 行. 计算过程可以由图 1 形象的表示, 黑色部

分为第 k 步正在计算的部分,阴影部分为计算第 k步时

需要存取的部分.采用 Crout 分解的方式构造不完全分

解矩阵的好处有二点: ( 1)采用 Crout 分解后的下三角矩

阵 L为按列存储,上三角矩阵 U为按行存储,便于存储

和处理; ( 2)由于在第 k 步计算 L的第k 列和 U的第 k

行,每次只对一行元素和一列元素进行操作, 易于加入

丢弃策略,丢弃元素,构造不完全 LU 分解矩阵.由上述

Crout 分解出发, 加入丢弃策略, 便可构造出 Crout 不完

全分解.

3�2 � 丢弃策略
在上述不完全 LU分解算法中,需要实施丢弃策略.

丢弃策略的选择大致可分为两种:一种是将分解过程中

值较小的元素丢弃;另一种是在丢弃较小元素的同时,

保证 L- 1
k , U- 1

k � �, �为控制分解矩阵的范数. 因

为很明显  L- 1 ,和 !U- 1的范数对预处理之后矩阵的条件

数有很大影响,因此第二种策略更有效和鲁棒.其详细

理论证明见文献[ 16] .本文采用第二种策略, 以保证预

处理之后的矩阵具有很好的条件数.

3�3 � 多层不完全 LU分解

在上述 Crout 不完全 LU 分解算法基础上,针对有限

元矩阵稀疏、对称且元素分布不确定性的特点,将代数

多重网格的思想应用进来,构造出下列多层不完全 LU

分解算法.具体而言,就是首先对有限元矩阵 A进行排

序和置换,将 A 分解为精细网格( Fine grid) 和粗糙网格

( coarse grid) ,精细网格部分 AFF的条件数很好,可以直

接对其进行 Crout 不完全 LU 分解;而粗糙网格再进行排

序和置换,进行下一级的分解.如此递归进行,直到最后

一级的矩阵,直接对其进行 Crout 不完全 LU 分解. 算法

的流程见下:

对于矩阵方程 Ax= b:

Step 1 对矩阵 A进行静态部分排序和置换

A � PTAQ=
AFF AFC

ACF ACC

, �
F, Fine grid points!

C, coarse grid points!

Step 2 分解排序后的矩阵 AFF 并控制 L- 1k ,

U- 1
k � �

AFF AFC

ACF ACC

=
LFF 0

LCF I

DFF 0

0 SCC

UFF UFC

0 I
+ E

Step 3 对近似Schur余阵 SC进行多级递归的分解策略
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Step 4 多级递归分解完成后,预处理矩阵可以表示

为

AFF AFC

ACF ACC

- 1

%
BFF 0

0 0
+

BFC

I
S- 1CC BFC I

BFF %A
- 1
FF , � BFC %- A- 1

FFAFC , � BCF%- ACFA
- 1
FF

Step 5 预处理矩阵构造完毕,求解矩阵方程 Ây=

c ,其中

Â= D
- 1
L
- 1
AU

- 1
或者 Â= L

- 1
AU

- 1
D
- 1

细思多级递归结构的构造过程可以发现,如果我们令

P=
BBC

I
, RT= BBC I

则 Step4可写为

AFF AFC

ACF ACC

- 1

%
BFF 0

0 0
+ PS

- 1
CCR

T

若把 P 作为插值算子, RT 作为限制算子,则整个多级递

归结构就可以看作是一个代数多重网格的 V ( 0, 1 )算

法,正可谓殊途同归.因此,本文实施的这种基于不完全

LU分解的多级递归结构的预处理技术, 可以看成是传

统的不完全 LU 分解预处理技术与代数多重网格思想的

结合,兼具高效性与通用性.

4 � 数值算例与分析

� � 为验证多层不完全LU 分解预处理方法在合元极技

术应用中的高效和通用,本文下面计算涂层球、介质球

和介质填充腔体等几种典型目标的雷达散射截面.本文

的数值实验是在北京理工大学电磁仿真中心祖冲之计

算平台( IBM server xSeries 366, XeonMP 3. 66GHz, 16GB内

存)下进行的.

首先计算一个横截面 2�& 2�的开口腔体, 腔体的
深度由 1�逐渐变化到 10�,腔体内填充介质的介电常数

为 4�0- 1�0j .采用直接法多波前法和采用多层不完全
LU分解预处理方法所需要的计算资源见表 1.

表 1 � 开口腔体横截面 2�& 2�,随着腔体深度的增加,直接法多波

前法和采用本文预处理技术的迭代法所需要的计算资源

腔体深度

( �)

行列数

�

非零元

素个数

多波前法 多级不完全LU预处理法

内存

(MB)

总计算

时间( s)

Fill� in

Factor

内存

(MB)

总计算

时间( s)

1 30450 251251 95 34. 27 4. 1 39 35. 00

2 59660 498861 324 59. 05 4. 2 70 46. 00

(表 1续表)

腔体深度

( �)

行列数

�

非零元

素个数

多波前法 多级不完全LU预处理法

内存

(MB)

总计算

时间( s)

Fill�in

Factor

内存

( MB)

总计算

时间( s)

3 88870 746471 475 79. 63 4. 2 95 55. 08

4 118080 994081 617 106. 28 5. 5 130 70. 07

5 147290 1241691 881 137. 39 5. 5 160 81. 21

6 176500 1489301 922 148. 72 5. 5 180 93. 00

7 205710 1736911 1, 074 171. 40 5. 5 210 113. 25

8 234920 1984521 1, 251 207. 00 5. 6 240 129. 00

9 264130 2232131 1, 521 250. 00 5. 5 270 149. 80

10 293340 2479741 1, 699 281. 80 5. 5 350 198. 46

� � 由表 1 可以看出,采用多层不完全 LU分解预处理

方法所需的内存远小于多波前法,且计算时间也同样小

于多波前法.

然后计算了一个带有介质涂层的金属球,金属球外

涂层厚度 0�05�,涂层介质的介电常数为 4�0- 1�0j . 随
着金属球体半径的增加,直接法多波前法和采用采用多

层不完全 LU 分解预处理方法所需要的计算资源见表

2.数值结果所得结论与上面例子一样.

表 2� 金属球外涂层厚度 0.05�,随着金属球体半径的增加,直接法多

波前法和采用本文预处理技术的迭代法所需要的计算资源

金属球

直径( �)

行列数

�

非零元素

个数

多波前法
多层不完全LU

分解预处理法

内存

(MB)

总计算

时间( s)

内存

( MB)

总计算

时间( s)

2 16002 112003 19 4. 29 4. 29

4 64002 448003 88 23. 84 40 20. 00

6 14402 1008003 230 128. 92 95 114. 46

8 256002 1792003 433 202. 19 150 180. 07

10 400002 2800003 687 421. 12 200 370. 21

� � 最后,本文计算了几种电大尺寸的典型目标的散射

特性.其一为直径 10�的介质球,介质介电常数为 3�0-
1�0j ,使用合元极技术离散后, 有限元部分未知数 3,

971, 450,非零元素 34, 413, 951,所需内存为 7�1GB, 总计
算时间 7, 500s,数值结果和Mie解析解的比较见图 2;其

二为电尺寸 5�& 5�& 10�的开口腔体, 腔体内填充介
质的介电常数为 4�0- 1�0j ,使用本文算法和文献 [ 6]所

需计算资源的比较见表 3,数值结果见图 3.其三为一直

径 25�的金属球, 金属球外有两层不同介质的涂层, 两

层涂层的厚度均为 0�05�, 涂层介质的介电常数分别为
1�5- 0�5j 和 2�5- 0�5j ,数值结果与 Mie解析解得比较

见图 4.
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表 3 � 开口腔体 5�& 5�& 10�,采用本文预处理技术的迭代法

的计算资源与文献[6]所需计算资源的比较

文献[ 6] 本文

内存需求(MB) 计算时间( s) 内存需求(MB) 计算时间( s)

2, 050 17, 940 2, 800 65, 000

5 � 结论

� � 本文针对合元极技术的瓶颈,提出了一种多层不完

全 LU分解预处理方法.此种方法是在 Crout 不完全分解

算法基础上,结合代数多重网格思想, 设计出的一种具

有多计递归结构的预处理算法,并成功应用于合元极技

术中.大量的数值实验表明,这种多层不完全 LU分解预

处理方法,很大程度上解决合元极技术的瓶颈困难, 大

大提高了合元极技术解决问题的能力.此外, 这种不完

全 LU分解预处理方法, 同样可以应用于其他典型问题

有限元矩阵的求解,如波导问题等,具有广泛应用意义.
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